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CLASA A XII-A
SOLUTII SI BAREMURI ORIENTATIVE

Subiectul 1. Fie f : [0, 1] — R o functie continua astfel incat fol f(z)dx =
fol zf(z)dz. S& se arate c& existd ¢ € (0,1) astfel incat f(c) = [; f(z)dx.

Solutie. Fie F': [0,1] = R, F(z) :/ f(t)dt. Atunci
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deci / Fa)dr=0. ..o 2 puncte
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Rezulta ca functia g : [0,1] = R, g(x) =e™* / F(t)dt, satisface conditiile

0
din teorema lui Rolle: ¢g(0) = 0 = g(1). Asadar, exista un punct b € (0, 1),
astfel incat ¢'(b) = 0, i.e.,

Deci functia G : [0,b] — R, G(z) = F(x) —/ F(t)dt, satisface conditiile
0

din teorema lui Rolle: G(0) = 0 = G(b). Prin urmare, exista un punct
c € (0,b), astfel incat G'(c) =0, i.e.,



Subiectul 2. Fie f : R — R o functie continua si periodica, de perioada
T. Daca F' este o primitiva a lui f, sa se arate ca:
a) functia G : R — R, data prin

G(z) = F(z) —; /0 F(t)dt
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Solutie. (a) Fie F(x / f(t)dt + c. Atunci
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este periodica;
b) avem

(b) Functia G este marginita pe R, deoarece este continua si periodica. Fie
M = max{|G(z)| : x € R}. Intrucat
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Subiectul 3. Fie A un inel comutativ cu un numar impar de elemente.
Daca n este numarul solutiilor ecuatiei 22 = x, v € A, iar m este numarul
elementelor inversabile ale inelului A, sa se arate ca n divide m.

Solutie. Fie I(A) = {z : z € A,2*> = z}. Dacd z € I(A), atunci
(20 —1) =42 —4dr+1=1,deci 20 — 1 € U(A). .............. 2 puncte

Intrucat 2 € U(A) — A are un numér impar de elemente —, functia
f:I(A) — U(A), f(xr) = 2x — 1, este injectiva, deci |I(A)] = |Im f|.
2 puncte

Vom arata ca Im f este un subgrup al lui U(A). Acest lucru poate fi demon-
strat in doua moduri:

(1) Fieu,v e Imf, u =2z — 1, v = 2y — 1, unde z,y € I(A). Daca
z =27 uv + 1), atunci 22 = wv +1 = (22 — 1)(2y — 1) + 1, deci 42* =
(e -2y -1 +1)2 =142z - 12y —1) +1 = 2w + 1) = 4z, i.e.,
z € I(A), deoarece 4 € U(A). Asadar, uv =2z —1 € Im f, i.e., Im f este un
subgrup al lui U(A).

(2) Aratdm cd Im f este subgrupul U'(A) = {u : v € U(A),uv* = 1} al
unitatilor de patrat 1. Incluziunea Im f C U’(A) rezulta din primul paragraf.
Invers, daca u € U’(A), calcule elementare aratd cd x = 27 (u+1) € I(A) si
f(z) = u. Deci Im f = U'(A).

Prin urmare, |I(A)| = |Im f| = |U’(A)| este un divizor al lui |U(A)|. ..3
puncte

Subiectul 4. Fie K un corp finit. Spunem ca doua polinoame f si g din
K[X] sunt vecine daca au acelasi grad si difera prin exact un coeficient.

a) Si se arate ca toti vecinii polinomului X241 € Z3[X] sunt reductibili.

b) Daca numarul elementelor lui K este ¢ > 4 sa se arate ca orice polinom
de grad ¢ — 1 din K[X] are atat un vecin reductibil cat si un vecin care nu
are nici o radacina in K.

Solutie. (a) Vecinii polinomului X2 + 1 sunt: 2X% + 1, X2 + X + 1,
X2 492X +1, X% X%+ 2. Fiecare dintre aceste polinoame are o radicing
in Zs, deci este reductibil in Zg[X]. ...... ... 2 puncte

(b) Fie f € K[X], degf = ¢ — 1. Daca f(O) = 0, alegem vecinul
g = f+X,iar daca f(0) = a # 0, alegem vecinul h = f—a; §(0) = 0 = h(0),
deci g si h sunt reductibile in K[X]. ..... ... ..o 2 puncte

Reamintim ca
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Fie f = E a; X". Distingem urmatoarele doua cazuri:
i=0

Cazul 1: ag = 0. Intrucat
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rezultd ca functia polinomiala asociata f K — K nu este surjectiva — in
caz contrar, ZaeK f( ) = nex @ = 0. Prin urmare, exista s € K* \ Im f,

deoarece 0 € Im f. In acest caz, polinomul ¢ = f — s este vecin cu f si nu
are radacini In K. ... 1 punct

Cazul 2: ag # 0. Daca f = a1 X9 +ag, atunci Im f = {ag, ag—1+ap}, deci
exista s € K* \ Im f, deoarece K are cel putin patru elemente. Polinomul
g = f — s este vecin cu f si nu are radacini in K.

Daca exista un indice i € {1,2,---,q—2}, astfel incat a; # 0, consideram
polinomul i = X771 . Intrucat

Zﬁ(a) Z (Z o Laari 1) =—a; #0,
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rezultd ca functia polinomiala asociata h: K — K nu este surjectiva. Prin
urmare, existi s € K* \ Imh, deoarece 0 = h(0) € Imh. Polinomul g =
f — sX' este vecin cu f gi nu are radécini in K: §(0) = f(0) # 0, iar daci
ar exista @ € K* astfel incat g(a) = 0, atunci s = a?'s = a7 !(sa’) =
a?" 1 (f(a) — §(a)) = a1 f(a) = h(a) € Imh — contradictie.



